Dr. Sebastian Bab WiSe 12/13

Theoretische Grundlagen der Informatik fiir TI

Termin: VL 13 vom 29.11.2012

Kontextfreie Grammatiken, Chomsky-Normalform,
Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

o L ={a""c™ | n,m e NT } ist nicht regulir

Beweis:

Beweis mit Pumpinglemma: Wére L reguldr gébe es eine Pumpingzahl n. Das Wort
w = a™"m! = a™y"m € L wire dann Wort der Sprache mit |w| = 2n + 1 > n.
Man kann also laut Pumpinglemma w = xyz so zerlegen, dass x = a?, y = a? und
z2=a""P 9", 1< qg<n,0<p<nund p+q<n gt und dann zy°z = zz € L
gilt. ¢ > 1 gilt, hat zz mitdestens ein a weniger als zyz, wihrend die Anzahl der b
unverdndert ist. Also erfiillt zz nicht die Eigenschaften der Sprache L und L kann

nicht reguldr sein. O

o L ={a"b"c™ | n,m e NT} ist kontextfrei

Beweis:
Beweis durch Angabe einer kontextfreien Grammatik G mit L(G) = L:

S — AB
A — ablaAb
B — ¢|Be

e kontextfreie Sprachen sind nicht so leicht durch Algorithmen zu bearbeiten, wie
reguldre Sprachen (DEA’s reichen z.B. nicht)

e Gibt es eine algorithmenfreundliche Form fiir kontextfreie Grammatiken?



Definition 1 (Chomski-Normalform)
Fine konteztfreie Grammatik G = (V, X, S, P) ist in Chomski-Normalform (CNF),
wenn olle Regeln oo — B die folgende Form haben:

—a€eV
- BeXU(VoV)

Beispiel: Gg ist in CNF

S — AB
A — ABla
B — BCb
C — alb

Grammatiken in CNF sind wesentlich leichter algorithmisch zu bearbeiten, da sie
niitzliche Eigenschaften haben.

Satz 2
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine Grammatik G' in CNF, die die
selbe Sprache erzeugt.

Fiir Ly = {a""c™ | m,n € NT } und Ly = {a™b™c™ | m € NT } wissen wir, dass
sie nicht reguldr sind. Fiir die Sprache L; wissen wir aufserdem schon, dass sie
kontextfrei ist. Ist Lo kontextfrei? Wie lasst sich das beweisen oder widerlegen?

Um zu zeigen, dass Sprachen nicht kontextfrei sind, gibt es auch ein Pumpinglemma
fiir kontextfreie Sprachen.

Satz 3
(Pumpinglemma) Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante
n (abhangig von L), so dass fir alle Worte z € L mit |w| > n gilt, dass es eine
Zerlequng z = uvwxy gibt, die folgende Figenschaften hat:

1. Jvz| >0

2. vwz| <n

3. Fir alle k € N gilt: wv*wa®y € L.

L= {a™™c™ | m € Nt } ist nicht kontextfrei.

Beweis:
Angenommen, L = {a™b™c™ | m € Nt } wiire kontextfrei. Dann gibt es also eine
Zahl n, ab der fiir alle Worter die Pumpingeigenschaften gelten. Sei also a™b"c"” € L



ein Wort der Sprache. Da |a™b"c"| = 3n > n miissen fiir dieses Wort die Pumpingei-
genschaften gelten. Also gibt es eine Zerlegung

a™b"c" = wowzy

mit |vwz| < n und |vz| > 0. Also kommt in vwz mindestens eines der Zeichen
a, b, c nicht vor, da dazu ein lingeres Wort notig ware. Laut Pumpinglemma muss
nun auch das Wort wwwa®y = wwy € L sein. Also wurde mindestens ein a,b
oder ¢ entfernt, und fiir mindestens eines der Zeichen a, b oder ¢ blieb die Anzahl
der Zeichen unverindert. Damit kann es nicht mehr gleich viele a,b und ¢ in wwy
geben und das Wort erfiillt nicht die Eigenschaften der Sprache L. Also gilt das
Pumpinglemma fiir L nicht und daher kann L nicht kontextfrei sein. O



